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1.1 VLASOV-MAXWELL EQUATIONS方程组



1.1.1 LINEAR PROBLEM AND CLASSIFICA-
TION
线性问题及分类



BASIC CONCEPTS基本概念

fα = fα(r,v, t) (1)

nα(r, t) =
∫

fα(r,v, t)
dxdydz︷︸︸︷
dv (2)

Nα =

∫
nα(r, t)

dvxdvydvz︷︸︸︷
dr =

∫∫
fα(r,v, t)drdv (3)

归一化分布函数：f̂α = fα/nα s.t.
∫

f̂αdv = 1 (4)

空间均匀：nα 为常数，f̂α 代表归一化的速度分布。

空间非均匀：nα 与 r有关，f̂α 代表局域分布几率。
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GOVERNING EQUATIONS

fα 满足 Boltzmann方程（采用 cgs Gauss单位制）

∂tfα + v · ∇rfα +
qα
mα

(E+
v
c
× B) · ∇vfα = (∂tfα)c (5)

E和 B满足 Maxwell方程组，下面 ρext, Jext 表示等离子体系统外的其
他电荷和电流密度。

∇ · E = 4π
∑

α qα
∫
fαdv+ 4πρext

∇× E = − 1
c∂tB

∇ · B = 0
∇× B = 1

c∂tE+ 4π
c
∑

α qα
∫
vfαdv+ 4π

c Jext

(6)

电荷密度：ρ(r, t) =
∑
α

ρα =
∑
α

qαnα =
∑
α

qα
∫

fαdv (7)

电流密度：J(r, t) =
∑
α

Jα =
∑
α

qαΓ α =
∑
α

qα
∫

vfαdv (8)
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线性化过程

波动 ­>小扰动（主要指线性的波动，非线性波动不算）

物理量：分为平衡态量（零阶量，下标为 0） 和扰动量（下标为 1）。

fα = fα0 + fα1, E = E0 + E1, B = B0 + B1 (9)

【注意：r,v为相空间中的自变量，v不是流体力学中的微元速度 u】

|fα1| ≪ fα0, |E1| ≪ E0 或E1很小, |E1| ≪ E0 或E1很小, (10)

平衡态（零阶） 方程组：

∂tfα0 + v · ∇rfα0 +
qα
mα

(E0 +
v
c
× B0) · ∇vfα0 = (∂tfα0)c (11)


∇ · E0 = 4π

∑
α qα

∫
fα0dv

∇× E0 = − 1
c∂tB0

∇ · B0 = 0
∇× B0 =

1
c∂tE0 +

4π
c
∑

α qα
∫
vfα0dv+ 4π

c Jext

(12)
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线性化的扰动方程组（一阶）：

∂tfα1+v·∇rfα1+
qα
mα

(E1+
v
c
×B1)·∇vfα0+

qα
mα

(E0+
v
c
×B0)·∇vfα1 = (∂tfα1)c

(13)


∇ · E1 = 4π

∑
α qα

∫
fα1dv+ 4πρext

∇× E1 = − 1
c∂tB1

∇ · B1 = 0
∇× B1 =

1
c∂tE1 +

4π
c
∑

α qα
∫
vfα1dv

(14)
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常用热平衡分布：Maxwell分布，在均匀、各向同性、无外场的情况下

fαM(v) =nα0
(

mα

2πTα

)3/2

e−
mα
2Tα (v−uα)2 , uα 宏观流动速度

=nα0
1

π3/2v3tα
e
− (v−uα)2

v2tα , vtα =

(
2Tα

mα

)1/2

热速度

(15)
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线性波动问题分类

根据平衡态可划分具体的情况：

1) 无外场 B0 ̸= 0，空间均匀 ∇rfα0 = 0，速度空间各向同性
fα0(v) = fα0(v2)，无碰撞 (∂tfα)c = 0情况下的静电波（ES）和电
磁波（EM）。

2) 均匀恒定磁场 B0 = const.，空间均匀 ∇rfα0 = 0，速度空间各向
同性或异性 fα0(v)，无碰撞 (∂tfα)c = 0情况下的静电波（ES）和
电磁波（EM）。

3) 均匀恒定磁场 B0 = const.，空间不均匀 ∇rfα0 ̸= 0，速度空间各
向异性 fα0(v)，无碰撞 (∂tfα)c = 0情况下的漂移波。

4) 非均匀恒定磁场 B0 ̸= const.，空间不均匀 ∇rfα0 ̸= 0，速度空间
各向异性 fα0(v)，有碰撞 (∂tfα)c ̸= 0情况下的耗散波。
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线性波动问题的种类

1) 本征模，固有的集体运动模式，特点 ω = ω(k)对所有粒子 ω相同。

2) 初值问题相关的弹道模（ballistic mode）特点 ω = k · v不同 v的
粒子 ω 不同。

对初始扰动的响应：包括本征模和弹道模。

3) 参量过程，对外加持续驱动的响应。
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FOURIER AND LAPLACE TRANSFORM

对于无边界的无限空间，采用 Fourier变换，A(r) ⇌ A(k)

正变换：A(k) = 1
(2π)3

∫ ∞

−∞
A(r)e−ik·rdr (16)

逆变换：A(r) =
∫ ∞

−∞
A(k)eik·rdk (17)

对于时间，采用 Laplace变换 A(t) ⇌ A(p).

正变换：A(p) =
∫ ∞

0
A(t)e−ptdt, p ∈ C,Re(p) ≥ p0 ≥ 0时使积分收敛。

(18)

A′(t)的 Laplace变换与 A(t)本身有什么关系？

L{A′(t)} (p) =
∫ ∞

0

dA
dt

e−ptdt =
∫ ∞

0

d
dt
(
Ae−pt)dt+ ∫ ∞

0
pAe−ptdt

= pA(p)− A(t = 0)
(19)
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LAPLACE TRANSFORM

Laplace逆变换为复数平面路径积分：

A(t) =
1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
A(p)eptdp, c ≥ p0, (20)

令 ω = ip,使逆变换与 Fourier变换的形式一致，表示一列波，p = −iω

正变换：

A(ω) =
∫ t

0
A(t)eiωtdt, Im(ω) = γ ≥ γ0 ≥ 0使积分收敛 (21)

A′(t)的变换：
A′(ω) = −iωA(ω)− A(0) (22)
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LAPLACE TRANSFORM (CONT.)

逆变换：

A(t) =
1
2πi

∫ ic−∞

ic+∞
A(ω)e−ωtd(−iω)

=
1
2π

∫ ∞+ic

−∞+ic
A(ω)e−ωtdω, c ≥ γ0

(23)
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对于本征值问题，无时间起点，⇒ Fourier变换

解析延拓：

A(ω) =
∫ ∞

−∞
A(t)eiωtdt =

(∫ 0

−∞
+

∫ ∞

0

)
A(t)eiωtdt (24)

其中，
∫∞
0 要求 γ ≥ γ0 ≥ 0使之收敛；

∫ 0
−∞ 要求 γ ≤ γ′

0 ≤ 0使之收敛，
两者矛盾。

要求 t → −∞过程中 A(t) → 0比 eiωt → ∞快。

即要求：γ ≥ γ ≳ 0并且 t → −∞, A(t)eiωt → 0使积分收敛，即 t → ∞
和 t → −∞时波动均为小扰动

则逆变换

A(t) =
1
2π

∫
−∞+i0+

A(ω)e−iωtdω (25)
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波的表达形式

一列波，其某一物理量分量变化形式如 A(r, t) = Āei(k·r−ωt), Ā ∈ C.

角频率和波矢均可复数分解实部、虚部：ω = ωr + iγ, k = kr + iki.

（1）若 ω 虚部非零：

考虑一维 k = kêx 简单些, A(r, t) = Āei(kx−ωrt)eγt = Āeγt︸︷︷︸
振幅

ei(kx−ωrt)︸ ︷︷ ︸
相位

.

相速度：vϕ = ωr/k

群速度：vg = dωr/dk

幅度变化：γ > 0即增长，γ < 0即阻尼。

（2）若 k虚部非零，ω 为实数, A(r, t) = Āe−kix︸ ︷︷ ︸
振幅

ei(krx−ωt)︸ ︷︷ ︸
相位

幅度变化：ki > 0即衰减，ki < 0即放大。
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波的表达形式

（3）若 ω, k均为复数，A(r, t) = Āe−kix+γt︸ ︷︷ ︸
振幅

ei(krx−ωrt)︸ ︷︷ ︸
相位

对等离子体中的波，若 γ > 0则称为不稳定性。

根据其群速度还可分为：

• 绝对不稳定性（absolute instability）vg = 0
• 随流不稳定性（convective instability）vg ̸= 0
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1.2 ENERGY PROPAATION EQUATION OF
PERTURBATION WAVE FIELD
扰动波场的能量传播方程



1.2.1 POYNTING THEOREM坡印廷定理



1.2.1 POYNTING THEOREM坡印廷定理

扰动电磁场、电流密度：E1、B1、J1

∇× E1 = −1
c
∂B1

∂t
, ∇× B1 =

4π
c
J1 +

1
c
∂E1

∂t

∂tw+∇ · p+ E1 · J1 = 0 (26)

w =
1
8π

(E2
1 + B2

1) 电磁场能量密度

P =
c
4π

(E1 × B1) Poynting矢量,电磁场能流密度

E1 · J1 介质能耗

(27)
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介质响应（欧姆定律）

静态或准静态：J1 = σE1, σ 即（各向同性时）电导率标量

单色平面波（频谱单一）：

J1(k, ω) = σ(k, ω) · E1(k, ω) (28)

一般情况：

J1(r, t) =
∫∫
σ(r′, t) · E1(r− r′, t− t′)dr′dt′

=

∫∫
σ(r− r′, t− t′) · E1(r′, t)dr′dt′, (nonlocal effect)

(29)
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准单色平面波

讨论准单色平面波时，我们指 ∆ ∼ γ ≪ ωr，电场包络幅值慢变的情况，

如下式 E0(t)即慢变振幅，需 |∂tE0| ≪ |ω0E0|

E1(t) =
1
2
E0(t)e−iω0t +

1
2
E∗
0(t)eiω0t (30)

F .T. E1(ω) =

∫
E1(t)eiωtdt =

1
2
E0 (ω − ω0) +

1
2
E∗
0 (ω + ω0) (31)

电流密度：

J1(ω) = σ(ω) ·E1(ω) =
1
2
σ(ω) ·E0 (ω − ω0)+

1
2
σ(ω) ·E∗

0 (ω + ω0) (32)
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准单色平面波 (CONT.)

反变换：

J1(t) =
∫

J1(ω)e−iωt dω
2π

=
1
2

∫
σ(ω) · E0 (ω − ω0)e−iωt dω

2π
+

1
2

∫
σ(ω) · E∗

0 (ω + ω0)e−iωt dω
2π

=
1
2

∫
σ (ω0 + ω′) · E0 (ω

′)e−i(ω0+ω′)

+ σ (−ω0 + ω′) · E∗
0 (ω

′)e−i(−ω0+ω′) dω
2π

(33)

则

σ (±ω0 + ω′) ∼= σ (±ω0) +

(
∂σ

∂ω

)
ω=±ω0

· ω′ (34)

⇒ J1(t) =
1
2
J0(t)e−iω0t +

1
2
J∗0(t)eiω0t (35)
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准单色平面波 (CONT.)

⇒ J0(t) = σ
(
ω0 + i

∂

∂t

)
· E0(t), J∗0 (t) = σ

(
−ω0 + i

∂

∂t

)
· E∗

0(t) (36)

J1(t)为实数：

J∗1(t) = J1(t) ⇒ σ ∗
(
ω0 + i

∂

∂t

)
= σ

(
−ω0 + i

∂

∂t

)
σ∗
(
−ω0 + i

∂

∂t

)
= σ

(
ω0 +

i∂
∂t

) (37)
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1.2.2 ENERGY PROPAGATION EQUATION OF
WAVE
波的能量传播方程（波幅方程）



波幅方程

对快变的位相平均，即在一个快变周期内平均

⟨E1(t) · J1(t)⟩ =
1
4
E0(t) · J∗0(t) +

1
4
E∗
0(t) · J0(t)

=
1
4

[
E0 · σ

(
−ω0 + i

∂

∂t

)
· E∗

0 + E∗
0 · σ

(
ω0 + i

∂

∂t

)
· E0

]
=

1
4
{
E∗
0 ·
[
σ (ω0) + σ

T (−ω0)
]
· E0

}
+

i
4

{
E∗
0 ·

∂σ (ω0)

∂ω0
· ∂E0

∂t
− ∂E∗

0
∂t

· ∂σ
T (−ω0)

∂ω0
· E0

}
∼=

1
4
{
E∗
0 ·
[
σ (ω0) + σ

T∗ (ω0)
]
· E0

}
+

i
8
∂

∂t

{
E∗
0 ·

∂

∂ω0

[
σ (ω0)− σT∗ (ω0)

]
· E0

}

(38)

其中 σT∗ 表示转置、共轭，加起来即为厄米变换。
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波幅方程 (CONT.)

定义：
σ =σh + iσa

σh =
1
2
[
σ + σT∗

]
σa =

1
2i
[
σ − σT∗

] (39)

介电函数张量：

ϵ(ω) = I +
4πi
ω
σ(ω) = ϵh + iϵa, I (40)

ϵh =
1
2
(ϵ+ ϵT∗) = I − 4π

ω
σa

ϵa =
1
2i
(ϵ− ϵT∗) = 4π

ω
σh

(41)
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波幅方程 (CONT.)

⇒ ⟨E1(t) · J1(t)⟩ ∼=
1
4
{
E∗
0 ·
[
σ (ω0) + σ

T∗ (ω0)
]
· E0

}
耗散的能量

像电容器存储的能量→ +
i
8
∂

∂t

{
E∗
0 ·

∂

∂ω0

[
σ (ω0)− σT∗ (ω0)

]
· E0

}
(42)

⟨∂tw⟩ =
1

16π
∂t

(
|E0|2 + |B0|2

)
(43)

⟨P⟩ = c
16π

(E0 × B∗
0 + E∗

0 × B0) (44)

对快变时空平均后的能量方程

∂tW h +∇ · ⟨P⟩+W a = 0 (45)
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波幅方程 (CONT.)

W h =
1

16π

{
|E0|2 + |B0|2

}
− 1

4
E∗
0 ·

∂σa(ω0)

∂ω0
· E0 （体系的能量）

=
1

16π

{
|B0|2 + E∗

0(r, t) ·
∂

∂ω0

[
ω0ϵ

h(k0, ω0)
]
· E0(r, t)

}
W a =

ω0

8π
E∗
0(r, t) · ϵa(k0, ω0) · E0(r, t) （体系的能耗）

(46)
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静电波能量方程

静电波 B1 = 0, P = 0, k ∥ E1 (纵波): ϵ(k, ω) ⇒ ϵ(k, ω).

∂tW r
ES +W i

ES = 0

W r
ES =

1
16π

|E0|2
∂

∂ω0
[ω0ϵr(ω0)]

W i
ES =

1
8π

|E0|2 ω0ϵi(ω0)

(47)

⇒ ∂t |E0|2
∂

∂ω0
[ω0ϵr(ω0)] + 2 |E0|2 ω0ϵi(ω0) = 0

⇒ |E0|2 = |E0(t = 0)|2 e2γt, γ = − ω0ϵi(ω0)
∂

∂ω0
[ω0ϵr(ω0)]

(48)

∂
∂ω0

(ω0ϵr) > 0正能波, < 0则负能波。ϵi > 0正耗散，< 0则负耗散。

两者符号相同时 γ < 0，一正一负则 γ > 0。
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1.2.3 ENERGY EQUATION AVERAGED BOTH
ON TIME AND SPACE
同时考虑时间和空间平均的能量方程



1.2.3同时考虑时间和空间平均的能量方程

扰动电场：E1(r, t) = 1
2E0(r, t)ei(k0·r−ω0t) + 1

2E
∗
0(r, t)e−i(k0·r−ω0t)

扰动电流：J1(r, t) = 1
2J0(r, t)e

i(k0·r−ω0t) + 1
2J

∗
0(r, t)e−i(k0·r−ω0t)

J1(k, ω) = σ(k, ω) · E1(k, ω) (49)

⇒ J0(r, t) = σ(k0 − i∇r, ω0 + i∂t) · E0(r, t)
J∗0(r, t) = σ(−k0 − i∇r,−ω0 + i∂t) · E∗

0(r, t)
(50)

对快变时空平均后的能量方程

∂tW h +∇ · ⟨P⟩+W a = 0 (51)
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1.2.3同时考虑时间和空间平均的能量方程 (CONT.)

W h =
1

16π

{
|B0|2 + E∗

0(r, t) ·
∂

∂ω0

[
ω0ϵ

h(k0, ω0)
]
· E0(r, t)

}
W a =

ω0

8π
E∗
0(r, t) · ϵa(k0, ω0) · E0(r, t)

⟨P⟩ = c
16π

{
E∗
0 × B0 + E0 × B∗

0 −
ω0

c
∂

∂k0
[
E∗
0(r, t) · ϵh(k0, ω0) · E0(r, t)

]}
(52)

定义群速度 vg （不一定与 E× B一致）：

⟨P⟩ ≡ W hvg (53)
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END OF CHAPTER 1
ENJOY PLASMA!
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